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「代数と数論の基礎」（中島匠一） 第 1章の章末問題の解答例

問題 1.1 答えは、n = 1, 2と 8以上のすべての自然数 nである。
7以下の nで不等式をみたすものが n = 1, 2だけであることは、簡単な計算で確かめられる。つぎに、

n ≥ 8ならば 2n+1 ≥ n3 であることを数学的帰納法により証明する。まず、n = 8のときは、両辺とも 29

に等しいので、不等号が（等号として）成り立っている。つぎに、2n+1 ≥ n3 が成り立つと仮定する。こ
のとき、

2n+2 − (n+ 1)3 = 2 × 2n+1 − (n+ 1)3

≥ 2n3 − (n+ 1)3 (数学的帰納法の仮定による)

= n3 − 3n2 − 3n− 1

= n3

(
1 − 3

n
− 3
n2

− 1
n3

)
≥ n3

(
1 − 3

8
− 3

82
− 1

83

)
(n ≥ 8 による)

> n3

(
1 − 3

8
− 3

8
− 1

8

)
=

n3

8
> 0

であるので、2(n+1)+1 ≥ (n+1)3が成り立つことがわかる。以上で、数学的帰納法により、2n+1 ≥ n3 (n ≥ 8)
が証明された。

補足： 上の議論で、n ≥ 9ならば 2n+1 > n3 が成り立つことも示せている。

問題 1.2 両者とも同じ方針で証明できるが、参考のために、それぞれに異なった「風味」の証明を与え
ておく。

(1) 白玉と黒玉がそれぞれ n個ずつあるとし、合計 2n個の玉から（色は問題にせずに）n個の球を取り
出す取り出し方を 2通りの方法で計算する。まず、2n個のものから n個を取り出すのであるから、その総
数は

(
2n
n

)
である。つぎに、0 ≤ k ≤ nをみたす kに対して、n個の玉の中の白玉の個数が kである場合

（したがって、黒玉の個数は n− k）の取り出し方を考える。すると、白玉の選び方は
(
n

k

)
通りあり、そ

れぞれに対して黒玉の選び方が
(

n

n− k

)
通りあるので、両者を掛け合わせて、選び方が

(
n

k

)(
n

n− k

)
通

りであることがわかる。したがって、n個の玉の取り出し方の数は
n∑

k=0

(
n

k

)(
n

n− k

)
となる。

2通りに数えた取り出し方の数は等しいので、等式
n∑

k=0

(
n

k

)(
n

n− k

)
=
(

2n
n

)

が成り立つ。2項係数の一般的性質
(

n

n− k

)
=
(
n

k

)
（命題 1.1(2)参照）を適用すれば、この等式から問

題の等式が得られる。
(2) xを変数として、多項式 (1 + x)2n の xn−1 の係数を N とする。まず、(1 + x)2n に 2項定理（命題

1.2）を適用して、N =
(

2n
n− 1

)
がわかる。つぎに、(1 + x)2n = (1 + x)n × (1 + x)nと因数分解する。こ

こで、2つの (1 + x)n のそれぞれを 2項定理で展開すると、左側の (1 + x)n の xk の係数は
(
n

k

)
で、右



2

側の (1 + x)n の xn−1−k の係数は
(

n

n− 1 − k

)
である（0 ≤ k ≤ n − 1）。xk と xn−1−k を掛け合わせて

xn−1 が得られるので、N =
n−1∑
k=0

(
n

k

)(
n

n− 1 − k

)
が成り立つ。

最後に、N の 2つの表示式を較べて、
(

n

n− 1 − k

)
=
(

n

n− (n− 1 − k)

)
=
(

n

k + 1

)
を使えば、問題の

等式が得られる。

問題 1.3 (1) n > abだとする。定理 1.7により ax+ by = 1をみたす整数 x, yがとれて、この等式の両
辺を n倍して、a(nx) + b(ny) = nが成り立つ。ここで、

nx = qb+ u (q, u は整数で 1 ≤ u ≤ b)

をみたす q, uをとる（注：u = (nx を b で割った余り）+ 1）。そして、この qを使って v = ny + qaとお
くと、vは整数であり

au+ bv = a(nx− qb) + b(ny + qa) = a(nx) + b(ny) = n

が成り立つ。さらに、この等式と u ≤ b, n > ab, a > 0, b > 0により

v =
n− au

b
≥ n− ab

b
> 0

が成り立つので、vは自然数である。これで (1)が示された。
(2) 求める個数は (a+ 1)(b+ 1)

2 − 1である。
以下、理由を説明する。
まず、au + bv = ab をみたす自然数 u, v は存在しないことを確認する。（理由：au + bv = ab なら

au = b(a − v)なので、a, bが互いに素であることから、a − v は aの倍数でなくてはならない。しかし、
u, v が自然数であることから 0 < a − v < aであるので、それは不可能である。）このことと (1)により、
「n < abである自然数 nで、au+ bv = nをみたす自然数 u, vが存在しないものの個数」をN とすれば、問
題の答えはN + 1である（注：N + 1の 1は n = abの分）。まず、自然数 u, vが au+ bv < abをみたすな
ら 1 ≤ u ≤ b− 1, 1 ≤ v ≤ a− 1であることがすぐにわかる。また、1 ≤ u, u′ ≤ b− 1, 1 ≤ v, v′ ≤ a− 1につ
いて au+ bv = au′ + bv′が成り立つなら、u = u′, v = v′でなくてはならない。（理由：au+ bv = au′ + bv′

なら a(u− u′) = b(v′ − v)となるが、a, bは互いに素であるから、u− u′は bの倍数で v′ − vは aの倍数で
なくてはならない；しかし、−b < u− u′ < b,−a < v′ − v < aであるから、そうなるのは u = u′, v = v′

のときだけ。）以上により、条件

1 ≤ u ≤ b− 1, 1 ≤ v ≤ a− 1, au+ bv < ab

をみたす自然数 u, vの組の個数を Lとすれば、N = ab− 1 − Lである（注：ab− 1は n < abをみたす自
然数 nの個数）。
以下では、u, vは 1 ≤ u ≤ b− 1, 1 ≤ v ≤ a− 1をみたす自然数を表すとする。ここで、条件 au+ bv > ab

をみたす u, vの組の個数をM とおくと、L+M は u, vの組の総数に等しいので、L+M = (a− 1)(b− 1)
が成り立つ。
u, vに対して û = b− u, v̂ = a− vとおけば 1 ≤ û ≤ b− 1, 1 ≤ v̂ ≤ a− 1であり、

(au+ bv) + (aû+ bv̂) = 2ab

が成り立つ。この対応 u, v ↔ û, v̂によって au+ bv < abをみたす u, vと aû+ bv̂ > abをみたす û, v̂が一
対一に対応する。よって、L = M である。これと L+M = (a− 1)(b− 1)により、2L = (a− 1)(b− 1)が
得られる。
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以上により、L = (a− 1)(b− 1)
2 であることがわかったので、

N = ab− 1 − (a− 1)(b− 1)
2

=
(a+ 1)(b+ 1)

2
− 2

である。したがって、問題の答えは (a+ 1)(b+ 1)
2 − 1となる。

問題 1.4 α =
√

2 +
√

3とおく。このとき α2 = 5 + 2
√

6であるから、もし αが有理数なら
√

6 = α2 − 5
2

も有理数でなくてはならない。しかし、
√

6は無理数であることがわかっている（p.23と同じ議論で証明
できる）。したがって、αは有理数ではあり得ない。

（コメント）
√

6が無理数であることは、多くの教科書で証明されている（たとえば、ウォルタース（中
島 訳）「算数から始めよう! 数論」（岩波書店）命題 2.22）。また、同書の問題 2.32の解答に、別の式変形
を使った問題 1.4の証明が書いてある。

問題 1.5 (1) 命題 1.15から、

ordp(n!) =
∞∑

k=1

[
n

pk

]

がわかる。すると、実数 xについて [x] ≤ xがなりたつことと、pk > nなら 0 =
[
n
pk

]
< n
pk であること

から

ordp(n!) <
∞∑

k=1

n

pk
=

n/p

1 − 1/p
=

n

p− 1

が得られる。
(2) 等比級数の和の公式により

∞∑
k=1

p−k =
1

p− 1

が成り立つ。したがって、c < 1
p− 1 であれば、

c <
N∑

k=1

p−k

をみたす自然数N が存在する。このN に対して n = pN とおく。すると、命題 1.15を利用すれば、

ordp(n!) =
∞∑

k=1

[
pN

pk

]

=
N∑

k=1

[
pN

pk

] (
k > N ならば pk > pN なので

[
pN

pk

]
= 0
)

=
N∑

k=1

pN−k

= pN
N∑

k=1

p−k

> nc

が成り立つことがわかる。
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問題 1.6 n5 と nの偶奇が一致することはすぐわかるので、n5 ≡ n (mod 2)が成り立つ。また、フェ
ルマーの小定理（＝定理 1.29）、または直接の計算によって、

n3 ≡ n (mod 3), n5 ≡ n (mod 5)

が成り立つ。この最初の式から、

n5 = n3 × n2 ≡ n× n2 ≡ n3 ≡ n (mod 3)

が得られる。以上で n5−nが 2, 3, 5のすべてで割り切れることがわかったので、n5−nは lcm(2, 3, 5) = 30
で割り切れる。

問題 1.7 (1) 2項係数の性質により、2 ≤ k ≤ pn に対して(
pn − 1
k − 2

)
+
(
pn − 1
k − 1

)
=
(

pn

k − 1

)
, (k − 1)

(
pn

k − 1

)
= pn

(
pn − 1
k − 2

)
(∗)

が成り立っている（命題 1.1(2)(4)参照）。1 ≤ k − 1 < pn より k − 1は pn では割り切れないので、(∗)の

2番目の等式と pが素数であることから、
(

pn

k − 1

)
≡ 0 (mod p)が導かれる（2 ≤ k ≤ pn）。すると、(∗)

の最初の等式から、 (
pn − 1
k − 1

)
≡ −

(
pn − 1
k − 2

)
(mod p)

が導かれる（2 ≤ k ≤ pn）。この合同式を（kの値を変えながら）繰り返し使って、
(
pn

0

)
= 1に注意すれ

ば、
(
pn − 1
k − 1

)
≡ (−1)k−1 (mod p)が得られる。

(2) 2項係数の性質（命題 1.1(4)参照）により、

k

(
pn

k

)
= pn

(
pn − 1
k − 1

)

が成り立つ（1 ≤ k ≤ pn）。この問題の (1)により ordp

((
pn − 1
k − 1

))
= 0であるので、この等式から

ordp

((
pn

k

))
= n+ ordp

((
pn − 1
k − 1

))
− ordp(k) = n− ordp(k)

が得られる（ordp(pn) = nに注意）。

問題 1.8 xを変数とするとき、2項定理（＝命題 1.2）によって (1 + x)n の xk の係数が
(
n

k

)
であるこ

とに注意する。また、命題 1.12を繰り返し使えば、任意の自然数 aについて合同式

(1 + x)pa

≡ 1 + xpa

(mod p) (∗)

が成り立つことがわかる（a = 1のときは命題 1.2そのもので、あとは命題 1.2を繰り返し使えば、aに関
する数学的帰納法によって (∗)が証明される；詳細は省略）。
合同式 (∗)から、問題の =⇒ は直ちに示される。つまり、n = paであれば、k = 1, 2, · · · , pa − 1につい

て (∗)の右辺の xk の係数が 0であることから、
(
n

k

)
≡ 0 (mod p)が導かれる。

つぎに、問題の ⇐= の対偶が成り立つことを証明するために、nが pのベキではないと仮定する。つま
り、nを n = pam (m は p と互いに素な自然数)と表すときm ≥ 2であるとする。ここで (∗)の両辺をm

乗して、右辺に現れる式 (1 + xpa

)m に 2項定理を適用すると

(1 + x)n ≡ (1 + xpa

)m ≡ 1 +mxpa

+ · · · + xn (mod p)
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となる。この両辺の xpa の係数を較べて
(
n

pa

)
≡ m (mod p)が導かれるが、mに関する仮定によって(

n

pa

)
6≡ 0 (mod p)である。これは、k = pa について

(
n

k

)
≡ 0 (mod p)が成り立たないことを示して

いる（m ≥ 2であるから pa < nであることに注意）。これで ⇐= の対偶が成り立つことがわかったので、
⇐= が証明された。

（コメント）この問題は例題 1.6を利用して解答することもできる。ここでは、多項式の合同式を利用
する方法を紹介した。

問題 1.9 自然数 nが 10進法で n = akak−1 · · · a1a0 と表されているとする。このとき、nが 11で割り
切れるための条件は、

a0 − a1 + a2 − · · · + (−1)kak が 11 で割り切れること

である。

問題 1.10 (1) 10以下のすべての自然数、および、12, 14, 15, 16, 18, 20, 24, 30。
（注：計算法は、まず、(2)の解答の方法を N = 9に適用してmの候補を得て、つぎに、候補のmの

中から ϕ(m) < 10をみたすものをすべて挙げればよい。）
(2) 自然数N が（任意に）与えられたとして、ϕ(m) ≤ N をみたす自然数mが有限個しかないことを示

せばよい。そのために、自然数mが ϕ(m) ≤ N をみたすと仮定し、mが (1.15)のように、

m =
t∏

j=1

p
ej

j (∗)

と素因数分解されたとする。このとき、命題 1.24により

ϕ(m) =
t∏

j=1

p
ej−1
j (pj − 1)

であるので、任意の j (1 ≤ j ≤ t)について

pj − 1 ≤ ϕ(m), p
ej−1
j ≤ ϕ(m)

が成り立つ。よって、ϕ(m) ≤ N により pj −1 ≤ N（つまり、pj ≤ N+1）が成り立つので、素数 pjの可能
性は有限個である（N + 1以下の素数は有限個しかない）。また、同様に p

ej−1
j ≤ N が成り立つが、pj ≥ 2

であるから、2ej−1 ≤ N である。これは、おのおのの j について、ej の可能性が有限個しかないことを示
している。以上のことから、(∗)の右辺の表示の可能性が有限個しかないことがわかったので、ϕ(m) ≤ N

をみたすmは有限個である。N は任意の自然数であったから、これで lim
m→∞

ϕ(m) = ∞が証明された。
(3) 考察の一例として、{am}の上極限が 1であることがわかる。また、本書では扱っていない定理を使

えば、{am}の下極限が 0であることもわかる。
以下、{am}の上極限を uとし {am}の下極限を lとして、u = 1であることを証明し、l = 0であるこ

とを説明する。
mを上の (∗)のように素因数分解しておくと、(1.33)から

am =
ϕ(m)
m

=
t∏

j=1

(
1 − 1

pj

)
が得られる。よって、すべてのmについて am ≤ 1である。これから、u ≤ 1が得られる。以下、n番目の
素数を pnと表すことにする（n ≥ 1）。まず、nを（任意に）1つ固定する。自然数 kに対してm = pk

nの
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場合を考えれば、上の公式により、apk
n

= 1 − 1
pn
である。よって、kが無限個の値を取りえることから、

u ≥ 1 − 1
pn
が成り立つ。ここで、nを動かせば、pn → ∞ (n→ ∞)であることから、u ≥ 1が得られる。

u ≤ 1と u ≥ 1の両方が成り立つので、u = 1である。
つぎに、自然数 nをとって、m = p1p2 · · · pn を考えると、上の公式から、

ap1p2···pn =
n∏

j=1

(
1 − 1

pj

)
である。ここで、解析的整数論の成果として、

lim
n→∞

 n∏
j=1

(
1 − 1

pj

) = 0

という等式（注：この式は
∞∑

n=1

1
pn

= ∞と同値）が得られていることを使えば、l = 0が導かれる。

問題 1.11 求める個数は 2uである。ただし、p1, p2, · · · , ptの中に 2が含まれるときは u = t− 1とおき、
そうでないとき（つまり、p1, p2, · · · , pt がすべて奇素数であるとき）には、u = tとおく。

問題 1.12 (1) ウィルソンの定理（＝命題 1.28）により (p− 1)! ≡ −1 (mod p)である。(p− 1)!を「1
から p− 1

2 までの積」（前半）と「p+ 1
2 から p− 1までの積」（後半）に分けると、前半の積は aに等し

い。また、pを法とする合同式

p+ 1
2

≡ −p− 1
2

,
p+ 3

2
≡ −p− 3

2
, · · · , p− 1 ≡ −1

の両辺をそれぞれ掛け合わせれば、後半の積が pを法として (−1)n−1aに合同であることがわかる（n−1 =
p− 1

2 に注意）。したがって、ウィルソンの定理は a× (−1)n−1a ≡ −1 (mod p)と書き表せる。この合同
式の両辺に (−1)n−1 を掛ければ、a2 ≡ (−1)n (mod p)が得られる。

(2) p ≡ 1 (mod 4)のときは、上の nは奇数なので (−1)n = −1である。よって (1)の結果は a2 ≡ −1
(mod p)となる。aは整数であるから、ルジャンドル記号の定義（定義 1.38参照）により

(
−1
p

)
= 1で

ある。

問題 1.13 （訂正）問題文の最初に「2以上の」を付け足してください。つまり、問題文は「2以上の自
然数 nに対して、つぎの 4つの条件は同値であることを証明せよ。」となります。
（訂正の理由）：n = 1のとき条件 (3)(4)は成り立ってしまいますが、1は素数ではありません（定義

1.10参照）。

（解答） (2)(3)(4)のそれぞれが (1)と同値であることを示す。
(1) =⇒ (2) : nは素数だとする。n ≥ 2なので、最大公約数の定義により、gcd(n, a) = 1 =⇒n 6 | aが

成り立つ。また、命題 1.11(1)から n 6 | a=⇒ gcd(n, a) = 1が導かれる。
(2) =⇒ (1) : 対偶を証明するために、(1)が正しくないと仮定する。つまり、nが合成数だと仮定する。

すると、nの約数 dで 1 < d < nをみたすものが存在する。このとき、n 6 | dだが gcd(n, d) = d 6= 1であ
るので、a = dに対して条件 n 6 | a=⇒ gcd(n, a) = 1が成立していない（つまり、条件 (2)が成立してい
ない）。これで、(2) =⇒ (1)（の対偶）が証明された。

(1) =⇒ (3) : これはウィルソンの定理（＝命題 1.28）の主張である。
(3) =⇒ (1) : 対偶を証明するために nが合成数だと仮定する。n ≥ 2であるから nを割り切る素数が

（少なくとも 1つ）存在するので、その 1つを pとする。nは素数でないと仮定していたので、p 6= nであ
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り、したがって、2 ≤ p ≤ n−1である。よって、pは (n−1)!を割り切る。合同式 (n−1)! ≡ −1 (mod n)
が成り立つなら、ある整数 kについて (n− 1)! + 1 = nkが成り立つことになるが、pは (n− 1)!と nの約
数だが 1の約数ではないので、それは不可能である。つまり、(3)の合同式は成り立たない。これで、(3)
=⇒ (1)（の対偶）が証明された。

(1) =⇒ (4) : これは命題 1.12の主張である。
(4) =⇒ (1) : 背理法で証明するために、(4)が成り立つのに nが合成数であると仮定する。n ≥ 2であ

るから nを割り切る素数が（少なくとも 1つ）存在するので、その 1つを pとする。nは素数でないと仮
定していたので、p 6= nであり、したがって、2 ≤ p ≤ n− 1である。すると、k = pに対して (4)の合同

式が成り立つので、
(
n

p

)
は nで割り切れる。つまり

1
n

(
n

p

)
=

1
n
× n(n− 1)(n− 2) · · · (n− p+ 1)

p!
=

(n− 1)(n− 2) · · · (n− p+ 1)
p!

(∗)

は整数である。しかし、nが pの倍数であるから、(∗)の最後の式の分子に現れる n−1, n−2, · · · , n−p+1
はどれも pの倍数ではない。一方、分母の p!は pの倍数であるので、(∗)の分子が分母で割り切れること
はあり得ない。(∗)は整数のはずだったから、これは矛盾である。したがって、nは素数でなくてはなら
ない。

問題 1.14 (1)不等式 pn ≤ N !+1をみたす最大の自然数を nとする。すると、N !+2, N !+3, · · · , N !+N
は合成数である（N !+k (2 ≤ k ≤ N)は kで割り切れる）から、pnのつぎの素数 pn+1は pn+1 ≥ N !+N+1
をみたす。したがって、

pn+1 − pn ≥ (N ! +N + 1) − (N ! + 1) = N

が成り立つ。
(2) 数学的帰納法により証明する。まず n = 1のときは p1 = 2, 22n−1

= 2なので、不等式が（等式と
して）成立している。つぎに、 k = 1, 2, · · · , nについて pk ≤ 22k−1 が成り立つと仮定する。このとき、
N = p1p2 · · · pn + 1とおけば、上の仮定により、

N ≤ 2 × 22 × 222
× · · · × 22n−1

+ 1 = 22n−1 + 1 ≤ 22n

が成り立つ（1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1
2 − 1 = 2n − 1に注意）。一方、N > 1であるから、N を割り切

る素数 pがある。p = pmとする（pmはm番目の素数）。すると、素数 p1, p2, · · · pnはどれもN を割り切
らないから、m ≥ n+ 1であるので、pm ≥ pn+1である。また、pmがN の約数であることから、pm ≤ N

が成り立つ。これで
pn+1 ≤ pm ≤ N ≤ 22n

が得られるので、n+ 1についても問題の不等式が成立する。
これで、数学的帰納法によって、すべての nについて pn ≤ 22n−1 が成り立つことが示された。

問題 1.15 （解答 1）m > nであるとして証明をおこなう。（m < nのときは、mと nの役割を入れ替
えて同じ議論をおこなえばよい。）Fm の定義から

Fm − 2 = 22m

− 1 =
(
22m−1

)2

− 1 =
(
22m−1

+ 1
)(

22m−1
− 1
)

= Fm−1(Fm−1 − 2)

が成り立つ。ここで、Fm−1 − 2に対して同じ議論をおこなえば

Fm − 2 = Fm−1(Fm−1 − 2) = Fm−1Fm−2(Fm−2 − 2)

が得られる。同じことを繰り返して、最後の段階で F0 = 3（したがって、F0 − 2 = 1）であることを使
えば、

Fm − 2 = Fm−1Fm−2 · · ·F1F0
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が得られる。m > nとしていたから、この等式の右辺の項には Fnが現れている。したがって、gcd(Fm, Fn)
は等式の右辺と Fmの両方を割り切るので、2を割り切らなくてはならない。よって gcd(Fm, Fn)は 1か 2
に等しい。しかし、Fm（と、Fn）は奇数だから、gcd(Fm, Fn)は 2ではあり得ないので、gcd(Fm, Fn) = 1
である。

（コメント） 上の解答例は整数の素朴な計算だけを利用している。しかし、整数の合同式と「合同類の
位数」を知っていれば、別の証明（＝下の解答 2）を与えることができる。定義 1.30で、pを素数として
「pを法とする位数」を導入したが、「位数」は法が素数でない場合も定義できる（例 3.5の群 (Z/mZ)×の
元に対して、定義 3.9を適用すればよい）。また、法が素数でない場合でも、位数は命題 1.31と類似の性
質をもつことが確かめられる。

（解答 2）g = gcd(Fm, Fn)とおき、g 6= 1であると仮定する。Fm, Fn は奇数なので g も奇数であるか
ら、g 6= 1より、g ≥ 3である（よって、特に −1 6≡ 1 (mod g)であることに注意）。また、g が奇数で
あるから、2は (Z/gZ)× の元である（例 2.22参照）。そこで、2の g を法とする位数（＝群 (Z/gZ)× で
の 2の位数）を dとする。さて、g が Fm の約数であることから、22m ≡ −1 (mod g)である（よって、
特に 22m 6≡ 1 (mod g)が導かれる）。これより、22m+1 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod g)が得られる。以上によ
り、22m+1 ≡ 1 (mod g)かつ 22m 6≡ 1 (mod g)であるから、d = 22m+1 が成り立つ。（理由：22m+1 ≡ 1
(mod g)より dは 22m+1 の約数である（命題 1.31(1)の証明と同様の議論による）。よって、d 6= 22m+1 だと
すれば dは 22m の約数だが、22m 6≡ 1 (mod g)だから、それは不可能である。）一方、gは Fnの約数でも
あるので、上と同じ議論で d = 22n+1 が導かれる。すると、22m+1

= d = 22n+1 であるからm = nである。
以上で、g 6= 1ならばm = nであることが証明されたので、対偶をとって、m 6= nなら gcd(Fm, Fn) = 1
であることが示された。

問題 1.16 （訂正；最新の版では訂正済み）問題の最初の文を「f(T )は定数でない整数係数多項式で最
高次の係数が正だとする。」で置き換えてください。
（訂正の理由）：f(T )の最高次の係数が負だと、nが十分大きいときに f(n)が負の整数になってしまう
ため。

（解答）「最高次の係数が正」という仮定により lim
n→∞

f(n) = +∞が成り立つ。したがって、f(n0) ≥ 2
となる自然数 n0 が存在する。このような n0 を 1つ取り、m0 = f(n0)とおけば、因数定理（下のコメン
ト参照）により

f(x) −m0 = (x− n0)g(x)

をみたす最高次の係数が正の整数係数多項式 g(x)が存在する。tを自然数として、この等式に x = m0t+n0

を代入すれば
f(m0t+ n0) = m0 +m0tg(m0t+ n0) = m0(1 + tg(m0t+ n0))

が得られる。m0 ≥ 2であるから 1 + tg(m0t+ n0) ≥ 2であれば f(m0t+ n0)が合成数である。実際、g(x)
の最高次の係数が正であることから、tを動かせば 1 + tg(m0t+n0)はいくらでも大きな値を取り得る。こ
れで、f(m0t+ n0)が合成数となる tが無限個存在することが示された。

（コメント）「因数定理」とは、多項式 f(x)に関する「f(α) = 0が成り立つことと f(x)が x− αで割
り切れることは同値である」という主張のことです。本書でも、例 2.57などで”暗黙のうちに”因数定理
が利用されています。本来は因数定理の主張を明確に述べておくべきだった、と反省しています。因数定
理の正式な定式化と証明は、代数学の教科書を参照してください（たとえば、中島匠一「代数方程式とガ
ロア理論」（共立出版）命題 1.1）。
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「代数と数論の基礎」（中島匠一） 第 2章の章末問題の解答例

問題 2.1 X は

−E2, 3E2,

(
−1 +

√
4 − bc b

c −1 −
√

4 − bc

)
,

(
−1 −

√
4 − bc b

c −1 +
√

4 − bc

)

のどれかである。ただし、b, cは bc ≤ 4をみたす任意の実数を表す。

（コメント）X =

(
a b

c d

)
とおいて、X のみたすべき条件を a, b, c, dの条件で表せば、解答が得られ

る。他の解法としては、行列X の対角化を利用する方法が考えられる。ただし、この問題の場合は、あま
りわかりやすい形の表示にならない。（主観の問題かもしれないが。）

問題 2.2 (1) 有理数に関する等式

m

2l
+

n

2k
=
m2k + n2l

2l+k
,

m

2l
× n

2k
=

mn

2l+k

を使えば、定義 2.8の条件がすべて成り立つことが確かめられる（詳細は省略）。
(2) 素数からなる集合 S に対して、

R(S) = {r ∈ Q | r を既約分数で表したとき、分母を割り切る素数はすべて S に属する }

とおく。R(S)はQの部分環であり、逆に、RがQの部分環なら、素数全体からなる集合の部分集合 Sが
あって R = R(S)が成り立つ。

注： (2)の記号では、(1)の環は R({2})と表される。また、Q自身は R(P )に等しい。ただし、P は素
数全体のなす集合である。

問題 2.3 (1) X,X ′ ∈ Rについて、

(X +X ′)A = XA+X ′A = AX +AX ′ = A(X +X ′)

および
(XX ′)A = X(X ′A) = X(AX ′) = (XA)X ′ = (AX)X ′ = A(XX ′)

が成り立つ。このことから、定義 2.8の条件がすべて成立することが確かめられる。

(2) X =

(
α β

γ δ

)
∈ M2(R)とするとき、条件 AX = XAは「bα = bδ かつ cα = cδ かつ bγ = cβ」

と同値である。仮定より bc 6= 0なので、この条件は α = δ, bγ = cβ と同値になる。これは X が実数 u, v

によって
(

u bv

cv u

)
と表されることと同じである（u = α = δ, v = β

b
= γ
c）。したがって、

R =

{(
u bv

cv u

)∣∣∣ u, v ∈ R

}

となる。この Rが可換環であることは、行列の計算によって容易に確かめられる。
(3) 答えは bc < 0である。
理由の概略はつぎの通り。(2)と同じ考察により、bc = 0のときは Rが可換環でないことがわかる。し

たがって、Rが整域であるためには、bc 6= 0が成り立つことが必要である。bc 6= 0のとき、(2)での考察に
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より、Rの元は uE2 + vB (u, v ∈ R)と表される。ただし、E2 は 2次の単位行列で、B =

(
0 b

c 0

)
で

ある。行列の簡単な計算により B2 = bcE2 となることがわかるので、u, u′, v, v′ ∈ Rに対して

(uE2 + vB)(u′E2 + v′B) = (uu′ + bcvv′)E2 + (uv′ + vu′)B (∗)

が成り立つ。ここで、bc > 0ならば u = u′ =
√
bc, v = 1, v′ = −1のときに (∗)の右辺が 0になる。した

がって、bc > 0なら Rは 0以外の零因子をもつので、Rは整域ではない。
つぎに、bc < 0であるとする。このとき (∗)の右辺が 0等しいなら,uu′ + bcvv′ = uv′ + vu′ = 0が成り

立つ。すると
(u2 − bcv2)(u′2 − bcv′2) = (uu′ + bcvv′)2 − bc(uv′ + vu′)2 = 0

となるので、u2 − bcv2 = 0または u′2 − bcv′2 = 0である。bc < 0なので、u2 − bcv2 = 0ならば u = v = 0
で uE2 + vB = 0となり、u′2 − bcv′2 = 0ならば u′ = v′ = 0で u′E2 + v′B = 0となる。これで Rの零因
子が 0だけであることが示せたので、Rは整域である（定義 2.16参照）。

問題 2.4 xはベキ零元であるから、xn = 0をみたす自然数 nがとれる。このとき、y = 1R + x+ x2 +
· · · + xn−1 とおく（yは Rの元である）。すると、

(1R − x)y = (1R − x)(1R + x+ x2 + · · · + xn−1) = 1R − xn = 1R

が成り立つ。また、同様にして y(1R − x) = 1R も確かめられる。これは yが 1R − xの逆元であることを
示している（定義 2.10(1)参照）ので、1R − xは可逆元である。

問題 2.5 (1) f ∈ Rが可逆元であるための条件は「すべての x ∈ I について f(x) 6= 0が成り立つ」こと
である。

(2) f ∈ Rがベキ零元だとすると、ある自然数 nがあって、fn = 0が成り立つ。これは、すべての x ∈ I

について f(x)n = 0が成り立つことである。すると、f(x)は実数なので、すべての x ∈ Iについて f(x) = 0
でなくてはならない。つまり、f = 0でなくてはならない。以上で、Rのベキ零元は 0だけであることが
わかった。

(3) f(c) = 0であるから、(1)により、f は Rの可逆元ではない。
つぎに、g ∈ Rが fg = 0をみたすとする。つまり、すべての x ∈ I について f(x)g(x) = 0が成り立つ。

すると、x 6= c =⇒ f(x) 6= 0であるから、x 6= cをみたすすべての x ∈ I について g(x) = 0でなくてはな
らない。しかし、gは（Rの定義により）連続関数であるから、g(c) = 0も成り立つことになる。（理由：
すべての nについて xn 6= cで limn→∞ xn = cをみたす（I の中の）数列 {xn}をとれば、g(xn) = 0なの
で、g(c) = limn→∞ g(xn) = 0となる。）よって、g = 0でなくてはならない。これで fg = 0から g = 0
が導かれたので、f は零因子ではない。

問題 2.6 A ∈ Mn(Z)× とすれば、AB = En をみたす B ∈ Mn(Z)が存在する（定義 2.10参照；En は
n次単位行列）。すると、行列式の性質より

det(A) det(B) = det(AB) = det(En) = 1

となる。一方、A,Bの成分は整数であるから、det(A)と det(B)も整数である。整数 det(A)に整数 det(B)
を掛けて 1になるのであるから、det(A) = ±1でなくてはならない。
逆に det(A) = ±1であれば、余因子行列式による逆行列の表示式（線型代数の教科書参照）により、A

の逆行列が整数係数であることがわかり、A ∈Mn(Z)× が示せる。
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問題 2.7 四元数環の演算の定義に従って計算すれば、すべて確かめられる（詳細は省略）。ただし、(3)(a)
については、a, b, c, dが実数であることから、a2 + b2 + c2 + d2 = 0 ⇐⇒ a = b = c = d = 0が成り立つこ
とに注意。

問題 2.8 (1) w = bi+ cj + dk (b, c, d ∈ R, b2 + c2 + d2 = 1)と表されるすべての w。
(2) Hの零因子は 0だけであるが、M2(R)は 0でない零因子をもつので、両者は（環として）同型では

ない。

(3) a+ bi+ cj + dkを
(

a+ bi c+ di

−c− di a+ bi

)
に写すことで得られる写像はHからM2(C)への環準同型

である。（この写像が環の準同型であることは、簡単な計算で確かめられる。）

問題 2.9 最初に記号を導入する。一般に、E(i, j)を (i, j)成分が 1でその他の成分がすべて 0である
Mn(R)の元とする（1 ≤ i, j ≤ n）。（注：E(i, j)は行列単位と呼ばれることがある。）すると、Mn(R)の
任意の元は E(i, j) (1 ≤ i, j ≤ n)の（R係数の）1次結合で表される（つまり、{E(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n}は
Mn(R)のR上の基底である）。
さて、J はMn(R)の両側イデアルで J 6= {0}だとする。すると、J 6= {0}であるから、A0 6= 0である

A0 ∈ Jが存在する。A0 6= 0であるから、「A0の (i0, j0)成分 6= 0」となる i0, j0が存在する（1 ≤ i0, j0 ≤ n）。
ここで、A0 の (i0, j0)成分を a0 とすれば、行列の積の簡単な計算で

E(i, j) = a−1
0 E(i, i0)A0E(j0, j) (∗)

が成り立つことが確かめられる（1 ≤ i, j ≤ n）。A0 ∈ J で J が両側イデアルであることから、(∗)の右辺
は J に属する。したがって、(∗)により、E(i, j)も J に属する。すると、J が両側イデアルであることか
ら、E(i, j) (1 ≤ i, j ≤ n)の任意の 1次結合も J に属する。よって、Mn(R)の任意の元が J に属するの
で、J = Mn(R)が成り立つ。これで、「{0}以外の両側イデアルはMn(R)しかない」ことが示された。こ
れは、問題の主張に他ならない。

問題 2.10 (1) 正しくない：Qは体であるが、Qの部分環 Zは体ではない。
(2) 正しくない：Zは整域であるが、Zの剰余環 Z/4Zは整域ではない。
(3) 正しくない：Zは整域であるが、Zの剰余環 Z/4Zは体ではない。
(4) 正しくない：多項式環 Q[T ]は整域だが体ではない。しかし、Q[T ]は体 Qを部分環として含んで

いる。
(5) 正しくない：多項式環の剰余環Q[T ]/(T 2 − 1)は可換環であり、整域Qを部分環として含んでいる。

しかし、T − 1の定めるQ[T ]/(T 2 − 1)の元（これは 0ではない）は零因子なので、Q[T ]/(T 2 − 1)は整域
ではない。

注意： 上に挙げた反例は一例（いちれい）に過ぎず、反例は他にもたくさんある。

問題 2.11 (1) IS の定義から、定義 2.26の条件が成立することが容易に確かめられる（詳細は省略）。
(2) 定義からただちに導かれる。（S ⊂ S′ならば、「すべての s ∈ S′について f(s) = 0」から「すべての

s ∈ S について f(s) = 0」が導かれるのは、明らか。）
(3) まず、[0, 1]の有限部分集合 S に対して、

S = {x ∈ [0, 1] |すべての f ∈ IS について f(x) = 0} (∗)

であることを示す。(∗)の右辺の集合を T とおくと、IS の定義により、S ⊂ T は明らかである。つぎに、
x0 ∈ [0, 1]が x0 6∈ Sをみたすとする。すると、Sが有限集合であるから、d0 = min{|x0 − s| | s ∈ S}が存
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在し、x0 6∈ S により d0 > 0である。このとき、f : [0, 1] → Rを

f(x) =

{
d0
2 − |x− x0| (|x− x0| ≤ d0

2 のとき),

0 (|x− x0| ≥ d0
2 のとき)

と定める（x ∈ [0, 1]）。f の定義により f が連続であることは容易に確かめられるので、f ∈ Rである。そ
して、これも定義により、f(x0) = d0

2 > 0であるから、x0 6∈ T である。x0は x0 6∈ Sをみたす任意の元で
あったから、これで T ⊂ S も示された。以上により、(∗)が成り立つことが証明された。
有限集合 S と S′に (∗)を適用して、IS = IS′ =⇒ S = S′が示される。S = S′ =⇒ IS = IS′ は明らか

であるから、これで証明が完成した。
(4) S =

{
1
n | n ∈ N

}
, S′ = S ∪ {0}が求める例を与えている。

問題 2.12 ⇐= が成り立つことは簡単に確かめられる。（理由：「I1 ⊂ I2 =⇒ I1 ∪ I2 = I2」であるし、
「I2 ⊂ I1 =⇒ I1 ∪ I2 = I1」である。）=⇒ の対偶を示すために、「I1 ⊂ I2 または I2 ⊂ I1」ではないと
仮定する。つまり、「I1 6⊂ I2 かつ I2 6⊂ I1」であると仮定する。このとき、a1 6∈ I2 をみたす a1 ∈ I1 と
a2 6∈ I1 をみたす a2 ∈ I2 が存在する。すると、a1, a2 ∈ I1 ∪ I2 なので、もし I1 ∪ I2 が左イデアルなら、
a1 + a2 ∈ I1 ∪ I2が成り立つ。しかし、これは矛盾である。なぜなら、a1 + a2 ∈ I1であれば a1 ∈ I1であ
ることから a2 = (a1 + a2) − a1 ∈ I1 となるが、これは a2 6∈ I1 に矛盾しており、a1 + a2 ∈ I2 なら同じ議
論で a1 = (a1 + a2)− a2 ∈ I2となり a1 6∈ I2に矛盾するからである。これで、背理法により、I1 ∪ I2は左
イデアルでないことが証明された。以上で =⇒ の対偶が示されて、証明が完成した。

問題 2.13 この解答の中では、R = R/Nil(R) とし、a ∈ R の定める R の元を a と書くことにする
（a = a + Nil(R)）。定義により、Rの任意の元は a (a ∈ R)と表される（定義 2.36参照）。また、Rの
ゼロ元との区別のために、R のゼロ元を 0 と書き表す。この記号を使えば、問題で要求されているのは
Nil(R) = {0}が成り立つことの証明である。
a ∈ Rが a ∈ Nil(R)をみたすとすれば、am = 0となる自然数mがある。am = amであるので、am = 0

が成り立つが、これは（剰余環 Rの定義により）am ∈ Nil(R)であることを示している。よって、Nil(R)
の定義により、(am)n = 0をみたす自然数 nが存在する。すると、(am)n = amnであるから、amn = 0が
成り立つことになる。これは、a ∈ Nil(R)を意味しているので、剰余環 Rの定義により、a = 0が成り立
つ。aは Nil(R)の任意の元であったから、これで Nil(R) = {0}が示された。

問題 2.14 J1, J2がイデアルであることから、⇐= が成り立つことは簡単に確かめられる（詳細は省略）。
=⇒ の対偶を示すために、「J1 ⊂ I または J2 ⊂ I」ではないと仮定する。つまり、「J1 6⊂ I かつ J2 6⊂ I」
であると仮定する。このとき、a1 6∈ I をみたす a1 ∈ J1 と a2 6∈ I をみたす a2 ∈ J2 が存在する。すると、
まず a1 ∈ J1, a2 ∈ J2 であることから a1a2 ∈ J1J2 が成り立つ。また、a1 6∈ I かつ a2 6∈ I であることと
I が素イデアルであることから、a1a2 6∈ I が成り立つ。したがって、J1J2 ⊂ I ではあり得ない（a1a2 は
J1J2 − Iの元になっているので、J1J2 − I 6= ∅である）。以上で =⇒ の対偶が示されて、証明が完成した。

問題 2.15 (1): 剰余環Z[i]/(7)が可換環であることは直ちにわかるので、Z[i]/(7)の零元以外の元が可逆
であることを示せば良い。以下、a+bi ∈ Z[i]の定めるZ[i]/(7)の元を a+ biと表すことにする（このとき、
Z[i]/(7)の零元は 0で、単位元は 1である）。a+ bi 6= 0とすれば「a 6≡ 0 (mod 7)または b 6≡ 0 (mod 7)」
であるので、a2 + b2 6≡ 0 (mod 7)が成り立つ（理由：a2 + b2 ≡ 0 (mod 7)で a 6≡ 0 (mod 7)とすれ
ば、ax ≡ 1 (mod 7)となる x ∈ Zをとるとき (bx)2 ≡ −1 (mod 7)となるが、y2 ≡ −1 (mod 7)をみ
たす整数 yは存在しないので、これは矛盾；b 6≡ 0 (mod 7)のときも同じ議論ができるので、a+ bi 6= 0の
ときは a2 + b2 ≡ 0 (mod 7)は成立しない。）したがって、命題 1.27(1)により、(a2 + b2)z ≡ 1 (mod 7)
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をみたす z ∈ Zがとれる。すると

(a+ bi) (za− zbi) = (a2 + b2)z = 1

が成り立つ。これは、za− zbiが a+ biの逆元であることを意味しているので、a+ biは可逆元である。以
上で、Z[i]/(7)の 0以外の元が可逆であることがわかったので、Z[i]/(7)は体である。

(2): 解答のためには

(i) Z[i]/(5)は直積 (Z[i]/(2 + i)) × (Z[i]/(2 − i))に（環として）同型であること

(ii) Z[i]/(2 + i)と Z[i]/(2 − i)はどちらも（環として）Z/5Zに同型であること

の 2つを示せばよい。
(i)の証明：写像 ϕ : Z[i] → (Z[i]/(2 + i)) × (Z[i]/(2 − i))を、a+ bi ∈ Z[i]に対して

ϕ(a+ bi) = (a+ bi (mod (2 + i)), a+ bi (mod (2 − i))) ∈ (Z[i]/(2 + i)) × (Z[i]/(2 − i))

とおいて定める（注：a+ biの定める Z[i]/(2 + i)の元を a+ bi (mod (2 + i))と書き表す；Z[i]/(2 − i)
についても同様）。このとき、ϕが環準同型であることは容易に確かめられる。また、ϕが全射であること
もわかる（理由： (c+ di (mod (2 + i)), e+ fi (mod (2 − i))) ∈ (Z[i]/(2 + i)) × (Z[i]/(2 − i))が与え
られたとき

a = −2c− d− 2e+ f, b = c− 2d− e− 2f

とおけば、簡単な計算で

a+ bi ≡ c+ di (mod (2 + i)), a+ bi ≡ e+ fi (mod (2 − i))

が成り立つことが確かめられる）。さらに、2 + iと 2 − iが互いに素であることと (2 + i)(2 − i) = 5であ
ることから、ϕの核はイデアル (5)であることがわかる。（理由：(2 + i)(2 − i) = 5よりイデアル (5)が ϕ

の核に含まれるのは明らかである。逆に ϕ(a+ bi) = 0とすれば、a+ biは 2 + iと 2− iの両方で割り切れ
るので、等式−(2 + i) + (2− i)(1 + i) = 1の両辺に a+ biを掛ければ、a+ biが 5 = (2 + i)(2− i)で割り
切れることが示せる。）以上のことと環の準同型定理（＝定理 2.50）により、(i)が証明される。

（コメント）a, bの定め方が「不審」に思われるかもしれない。実際は、

−2 + i ≡ 1 (mod (2 + i)), −2 + i ≡ 0 (mod (2 − i)),

−2 − i ≡ 0 (mod (2 + i)), −2 − i ≡ 1 (mod (2 − i))

であることを利用して、
a+ bi = (−2 + i)(c+ di) + (−2 − i)(e+ fi)

と定めている。これは、整数環 Zの場合の中国剰余定理の証明の手法（定理 1.26参照）をガウス整数環
Z[i]に適用している、ということである。

(ii)の証明：Z[i]/(2+i)が（環として）Z/5Zに同型であることを示す。そのために、写像ψ : Z → Z[i]/(2+i)
を

ψ(a) = a (mod (2 + i)) (a ∈ Z)

によって定める。この ψ が環準同型であることは容易に確かめられる。また、c + di ∈ Z[i] に対して
a = c−2d ∈ Zとおけば、a ≡ c+di (mod (2+i))が成り立つ（理由：c−2d−(c+di) = −d(2+i) ∈ (2+i)
である）ので、ψは全射である。また、ψの核は Zのイデアル 5Zに等しい。（理由；5 = (2 + i)(2− i)よ
り、5Zは ψの核に含まれる。逆に a ∈ Zが ψの核に含まれるとすれば aは 2 + iで割り切れるが、aは整
数（特に、実数）であるから、aは 2− iでも割り切れる。よって、aは (2 + i)(2− i) = 5で割り切れる。）
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以上のことと環の準同型定理（＝定理 2.50）により、Z/5Zと Z[i]/(2 + i)が（環として）同型であること
が証明される。
同様にして Z/5Zと Z[i]/(2 − i)が（環として）同型であることも証明されるので、(ii)が成り立つ。
(3): （略解）2つの環 Z[i]/(p)と Fp[T ]/(T 2 + 1)は両方とも剰余環 Z[T ]/(p, T 2 + 1)に環同型であるこ

とが示される（注：(p, T 2 + 1)は、2つの元 pと T 2 + 1で生成される Z[T ]のイデアルを表している；式
(2.18)参照）。したがって、Z[i]/(p)と Fp[T ]/(T 2 + 1)は同型である。Z[T ]/(p, T 2 + 1)と Z[i]/(p)の間の
環同型は T を iに写す写像 Z[T ] → Z[i]を通じて定義され、Z[T ]/(p, T 2 + 1)と Fp[T ]/(T 2 + 1)の間の環
同型は多項式の係数を法 pで還元することで定まる写像 Z[T ] → Fp[T ]を通じて定義される。

問題 2.16 (1): イデアル I2
1 , I

2
2 , I

2
3 , I

2
4 , I1I4, I2I3 はそれぞれ 2 −

√
5i, 2 +

√
5i, 2 − 3

√
5i, 2 + 3

√
5i, 1 −

2
√

5i, 1+2
√

5iで生成される単項イデアルである。ここでは、I2
1 についてだけ証明を与える。他の場合も、

同様の計算で証明できる。
まず、イデアルの積の定義により

I2
1 = (32, 3(4 +

√
5i), (4 +

√
5i)2) = (9, 12 + 3

√
5i, 11 + 8

√
5i)

であることがわかる。ここで、

9 = (2 −
√

5i)(2 +
√

5i), 12 + 3
√

5i = (2 −
√

5i)(1 + 2
√

5i), 11 + 8
√

5i = (2 −
√

5i)(−2 + 3
√

5i)

であることから、
I2
1 = (2 −

√
5i)(2 +

√
5i, 1 + 2

√
5i,−2 + 3

√
5i)

が成り立つ。さらに、

11(2 +
√

5i)(2 −
√

5i) + 2(−2 + 3
√

5i)(2 + 3
√

5i) = 1 (∗)

であることから、イデアル (2+
√

5i, 1+2
√

5i,−2+3
√

5i)は 1を含むので、(2+
√

5i, 1+2
√

5i,−2+3
√

5i) =
(1)である（命題 2.27(4)）。以上で、I2

1 = (2 −
√

5i)が示された。

（コメント 1）上の計算で、等式 (∗)の導き方が「不審」かもしれないので、コメントしておこう。イデ
アル (2 +

√
5i, 1 + 2

√
5i,−2 + 3

√
5i)の元 2 +

√
5iと −2 + 3

√
5iについて、それぞれ自分自身の複素共役

と掛け合わせると、(2 +
√

5i)(2 −
√

5i) = 9, (−2 + 3
√

5i)(−2 − 3
√

5i) = 49となる。ここで、9と 49は
互いに素であることに着目して 1 = 11 × 9 − 2 × 49を導き（定理 1.7参照）、9と 49に上の等式を代入す
れば (∗)が得られる。

（コメント 2）代数的整数論（または、特に 2次体の整数論）の結果により、Z[
√

5i]のイデアルについては、
「イデアルの商」をとれることが知られている。それを使えば、I2

1 = (2−
√

5i)と、I1I2 = (3), I1I3 = (4+
√

5i)
（命題 2.82参照）から、I2I3 = (1 + 2

√
5i)であることが簡単に導ける。具体的計算は

I2I3 =
(I1I2)(I1I3)

I2
1

=
(3)(4 +

√
5i)

(2 −
√

5i)
=

(3)(4 +
√

5i)(2 +
√

5i)
(9)

=
(3 + 6

√
5i)

(3)
= (1 + 2

√
5i)

となる。

(2): 答えは、p = 3、p = 7、それ以外（つまり、p 6= 3, 7）の場合に、それぞれ、Z/3Z、Z/7Z、{0}と
なる（注：{0}は零環を表す：例 2.9参照）。
問題で扱っているイデアルを J = (p, 4 +

√
5i)とおく。イデアル J は、p = 3の場合は 2.7節の I1 であ

り、p = 7の場合は I3である。したがって、p = 3, 7のときは、命題 2.80によって、問題は解決されてい
る。あとは、p 6= 3, 7と仮定して、J = (1)であることを示せばよい。p 6= 3, 7であるから、pは 21と互い
に素なので、px+ 21y = 1をみたす整数 x, yが存在する（定理 1.7参照）。よって、

px+ (4 −
√

5i)(4 +
√

5i)y = 1
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が成り立つ（(4−
√

5i)(4+
√

5i) = 21に注意）。J の定義により、この等式の左辺は J に属するから、1 ∈ J

である。よって、J = (1)でなくてはならない（命題 2.27(4)）。したがって、Z[
√

5i]/J = {0}である（例
2.40）。



1

「代数と数論の基礎」（中島匠一） 第 3章の章末問題の解答例

問題 3.1 定義 3.1の条件 (G1)(G2)(G3)と定義 3.4の条件 (CG2)が成り立つことを確かめればよい。以
下、X,Y, Z は Gの元を表すとする。

(G1) (X ∗ Y ) ∗Z とX ∗ (Y ∗Z)は両方とも (X − (Y ∪Z)) ∪ (Y − (Z ∪X)) ∪ (Z − (X ∪ Y ))に等しい
ので、(X ∗ Y ) ∗ Z = X ∗ (Y ∗ Z)である。

(G2) 問 A.1(6)により、∅ ∈ G（空集合）が ∗の単位元である。
(G3) X ∪X = X ∩X = X, X −X = ∅であるから、X ∗X = ∅が成り立つ。つまり、X 自身がX の

逆元であるので、逆元はかならず存在する。
(CG2) 問 A.1(1)により、X ∗ Y = Y ∗X が成り立つ。

（コメント）この問題でのX ∗ Y は「X と Y の対称差」と呼ばれている。（中島匠一「集合・写像・論
理」（共立出版）p.71参照。）

問題 3.2 (1) 群ではない。（理由：単位元が存在しない。）
(2) 群ではない。（理由：単位元が存在しない。）
(3) 定義 3.1の条件が成り立つことが確かめられる（詳細は省略）ので、群である。（注：単位元は 1で、

aの逆元は (−1)a+1
[
a
2

]
である。）

(4) 群ではない。（理由：単位元が存在しない。）

（コメント） (3)の写像 f : N → ZはNと Zの間の全単射を与えている。(3)の演算 ∗は、Zの加法演
算を f でNに引き戻したものである。

問題 3.3 (1) θが πの整数倍のときは CentG(σ) = GL2(R)で、それ以外のときは

CentG(σ) =

{(
r cos t −r sin t
r sin t r cos t

)
| r, t ∈ R, r > 0, 0 ≤ t < 2π

}
である。

(2) a = bのときは CentG(σ) = GL2(R)で、a 6= bのときは

CentG(σ) =

{(
u 0
0 v

)
| u, v ∈ R×

}
である。

問題 3.4 (1) ε ∈ Cent(Sn)であるので、σ ∈ Sn, σ 6= εならば σ 6∈ Cent(Sn)であることを示せばよい。
σ 6= εであるから、σ(i) 6= iとなる iが（少なくとも 1つ）存在する（1 ≤ i ≤ n）。そのような iを 1つと
り、iの σ(i)どちらとも等しくない数 kをとる（1 ≤ k ≤ n；n ≥ 3という仮定により、これは可能）。ここ
で τ = (i k) ∈ Sn（互換）とおけば、στ は iを σ(k)に移し τσは iを σ(i)に移す。i 6= kより σ(i) 6= σ(k)
であるから、στ 6= τσである。これで σは Cent(Sn)の元でないことがわかったので、証明が終わる。

(2) GLn(R)の中心に属するのはスカラー行列だけである。つまり、

Cent(GLn(R)) = {aEn | a ∈ R×}

が成り立つ（En は n次単位行列を表す）。

問題 3.5 部分群の個数は p+ 3である。（位数 1の部分群が 1つ（単位群）、位数 p2の部分群が 1つ（G
自身）、位数 pの部分群が p+ 1個ある。）
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問題 3.6 (2) =⇒ (1)が成り立つことは簡単にわかる（命題 3.12参照）。
(1)=⇒ (2)を示すために、Gの部分群は自明なものだけだと仮定する。このとき、Gが単位群なら (2)

が成り立つ。Gが単位群でないときは、単位元でない σ ∈ Gを 1つとり、σの生成する Gの部分群を H

とする（H = 〈σ〉 ⊂ G）。σ 6= εより H は単位群ではないので、仮定により、H = Gでなくてはならな
い。つまり、Gは σの生成する巡回群である。また、Gの位数（＝ σの位数）が合成数であれば、Gは自
明でない部分群をもつ（命題 3.12参照）。よって、問題の仮定により、Gの位数は素数でなくてはならな
い。これで、Gが素数位数の巡回群であることが示されたので、この場合も (2)が成り立つ。以上で (2)が
成り立つことがわかったので、証明が終わる。

記号に関する注意：対称群の元である互換は、通常、(12)などと、2つの数の間にコンマをいれないで
書き表している。しかし、問題 3.7や問題 3.8など互換の中に記号が登場するときは数の「切れ目」がわ
かりにくい。そのような場合には、適宜、(i, i+ 1)などのように、コンマを入れて切れ目を明示すること
がある。長さ 3以上の循環置換についても同じである。

問題 3.7 H = 〈(12), (12 · · ·n)〉 ⊂ Sn とおく。2 ≤ i ≤ nをみたす iに対して σi = (12 · · ·n)i−1 とおけ
ば、σi ∈ H であり、σi(1) = i, σi(2) = i+ 1が成り立つ。よって、σi(12)σ−1

i = (i, i+ 1)であること（命
題 3.17(3)参照）から、(i, i+ 1) ∈ H である。さらに、簡単な計算で

(1, i+ 1) = (1, i)(i, i+ 1)(1, i) (∗)

であることがわかる。よって、まず (12) ∈ H であることと i = 2 に対する (∗) から (13) ∈ H がわか
る。つぎに、(13) ∈ H と i = 3 に対する上の等式から (14) ∈ H がわかる。この議論を繰り返せば、
(12), (13), · · · , (1n) ∈ H が示せる。すると、系 3.16によって、H = Sn が成り立つ。これが証明すべきこ
とであった。

問題 3.8 (1) 部分群ではない（理由：単位元がX の元ではない；命題 3.7(1)参照）。
(2) 部分群である（理由：X = {ε}（単位群）である）。
(3) n = 2のときは部分群である（X = {ε}となる）が、n ≥ 3のときは部分群ではない。（理由：n ≥ 3のと

き、σ1 = (n−2, n), σ2 = (n−2, n−1) ∈ Sn（互換）とすれば、σ1, σ2 ∈ Xだが σ2σ1 = (n−2, n, n−1) 6∈ X

である。）
(4) 部分群である（理由：定義 3.6の条件が成り立つことが確かめられる；詳細は省略）。
(5) 部分群ではない（理由：単位元がX の元ではない；命題 3.7(1)参照）。

問題 3.9 素数 pに対して、Q× の部分群H(p, n)を

H(p, n) =
{
b

a
∈ Q× | a, b ∈ Z, ordp(b) − ordp(a) ≡ 0 (mod n)

}
と定める（記号ordpについては、p.25参照）。このとき、H(p, n)はQ×の指数nの部分群である（Q×/H(p, n)
の代表元として、1, p, p2, · · · , pn−1 がとれる）。さらに、2つの素数 p, p′ について、p 6= p′ =⇒H(p, n) 6=
H(p′, n)が成り立つ（理由：n ≥ 2により、p 6= p′ のとき p′ ∈ H(p, n), p 6∈ H(p, n)である）。素数は無限
個存在する（定理 1.41）ことから、Q× の指数 nの部分群が無限個存在することがわかる。

問題 3.10 記号を簡単にするために、H0 = K ∩H とおく。最初に、k, k′ ∈ Kが kH0 ∩k′H0 = ∅をみた
すと仮定して、kH ∩ k′H = ∅であることを示す。もし kH ∩ k′H 6= ∅ならば、l ∈ kH ∩ k′H をとることが
できる。l ∈ kH より l = khをみたす h ∈ H があり、l ∈ k′H より l = k′h′をみたす h′ ∈ H がある。する
と kh = k′h′である（両方とも lに等しい）から、k′−1k = h′h−1が成り立つ。ここでm = k′−1k = h′h−1
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とおけば、m = k′−1kよりm ∈ K であり、m = h′h−1よりm ∈ H であるので、m ∈ H0(= K ∩H)とな
る。すると k = k′m ∈ k′H0であるから、k ∈ kH0 ∩ k′H0となり、kH0 ∩ k′H0 = ∅であるという仮定に矛
盾する。よって、背理法によって、kH ∩ k′H = ∅が成り立つことが示せた。
さて、k1, k2, · · · , kn ∈ K が k1H0 ∪ k2H0 ∪ · · · ∪ knH0（ディスジョイント）をみたすとする。すると、

上で証明したことから、k1H ∪ k2H ∪ · · · ∪ knH（ディスジョイント）が成り立つ。したがって、(K : H0)
が有限のときは n = (K : H0)とすることで、(G : H) ≥ n = (K : H0)が示される。また、(K : H0)が無
限であれば、いくらでも大きな nに対して (G : H) ≥ nであることがわかるので、(G : H)も無限である。
いずれにしても (G : H) ≥ (K : H0)が成り立つ。

問題 3.11 群同型 ϕ : G1 → G2 が存在すると仮定して、a = ϕ(2) ∈ G2 とおく。このとき、2b = aを
みたす b ∈ G2 をとる（つまり、b = a

2 ∈ G2 = Q）。すると、ϕは群同型であるから、b = ϕ(x)をみたす
x ∈ G1 が存在する。したがって、ϕ(2) = a = 2b = 2ϕ(x) = ϕ(x2)である。よって、2 = x2 が成立する。
（注：ϕは全単射であるから、ϕ(2) = ϕ(x2)から 2 = x2が導かれる。）しかし、x2 = 2をみたす元 x ∈ Q×

は存在しない（p.23参照）から、これは矛盾である。よって、G1 と G2 は同型ではあり得ない。

問題 3.12 条件をみたす写像の一例として、つぎのものが挙げられる。
(1) ϕ(z) = z

|z| (z ∈ C×)

(2) ψ(z) = z2

|z|2 (z ∈ C×)

問題 3.13 GのH による左コセット分解が

G = τ1H ∪ τ2H ∪ · · · ∪ τpH (ディスジョイント)

で与えられるとする。ただし、τ1 = ε（単位元）ととることにする（したがって、τ1H = Hである）。また、
H の左コセット全体の集合G/H をX と書き、群の演算によってH をX に左から作用させる。（具体的に
書けば、X = {τ1H, τ2H, · · · , τpH}であり 、H の作用は h ∈ H と i = 1, 2, · · · , pに対して h · τiH = hτiH

で与えられる。）これから、この作用の軌道分解を考察する。
まず、hH = H (h ∈ H)であることから、H = τ1H ∈ X の軌道は H のみである（注：定義 3.53の記

号では、Orb(H) = {H}）。つぎに 2 ≤ i ≤ pをとり、τiH ∈ X の固定群を Hi とする（記号で書けば、
Hi = {h ∈ H | hτiH = τiH}である）。HiはH の部分群であり、τiH の軌道（注：定義 3.53の記号では、
Orb(τiH)）の元の個数は群の指数 (H : Hi)に等しい（命題 3.56(3)参照）。また、すでにOrb(H) = {H}で
あることはわかっているので、Xの軌道分解を考えれば、(H : Hi) = |Orb(τiH)| ≤ |X|−|Orb(H)| = p−1
が成り立つ。
ここで、Hi = Hであることを（背理法で）示すために、Hi 6= Hであると仮定する。すると、(H : Hi) > 1

が成り立つ（命題 3.33）。また、指数 (H : Hi)はH の位数 |H|の約数であり（定理 3.34）、|H|は |G|の
約数である（系 3.35(1)）ので、(H : Hi)は |G|の約数となる。よって、pが |G|を割り切る最小の素数
であることから、(H : Hi) ≥ pでなくてはならない。（注：一般的に、pが自然数 nを割り切る最小の素
数、dが nの約数で d > 1であるなら、d ≥ pでなくてはならない。）しかし、これは前に示した不等式
(H : Hi) ≤ p − 1と矛盾している。したがって、Hi 6= H ではあり得ないので、Hi = H でなくてはなら
ない。
以上で、すべての i (1 ≤ i ≤ p)についてOrb(τiH) = {τiH}であることが示せた。これは、作用の定義

により、
hτiH = τiH (すべての i = 1, · · · , p とすべての h ∈ H)

が成り立つことに他ならない。この等式の両辺に左から τ−1
i を掛ければ、τ−1

i hτiH = H となるので、
τ−1
i hτi ∈ H が成り立つ（1 ≤ i ≤ p）。hはH の任意の元であったから、これで τ−1

i Hτi ⊂ H が示された。
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さらに、この 2つの集合は元の個数が等しい（両方とも |H|個の元からなる）ことから、τ−1
i Hτi = H が

導かれる（1 ≤ i ≤ p）。
さて、ここで Gの任意の元 σ ∈ Gをとるとき、σ−1 ∈ τiH をみたす i (1 ≤ i ≤ p)が定まる（左コセッ

ト分解の定義による）。つまり、（この iに対して）σ−1 = τih1 をみたす h1 ∈ H が存在する。このとき、
上で示した等式 τ−1

i Hτi = H と h1 ∈ H により

σHσ−1 = h−1
1 τ−1

i Hτih1 = h−1
1 Hh1 = H

が成り立つ。σは Gの任意の元であったから、これでH が Gの正規部分群であることが示された（定義
3.36）。

（コメント）この問題（＝章末問題 3.13）の主張は、命題 3.38の拡張である。（章末問題 3.13で p = 2
である場合が、命題 3.38になっている。）同じことを、命題 3.38は章末問題 3.13の主張の特別な場合であ
る、と表現してもよい。ただし、章末問題 3.13に対する上の解答は、命題 3.38の証明を拡張したもので
はないので、注意してほしい。

（命題 3.38の証明に対するコメント）命題 3.38に対する証明は、まだるっこしく感じられるかもしれな
い。右コセット分解を使えば、証明はつぎのように述べられる。「右コセット」を使わないようにしたかっ
たので本文のような述べ方を採用した、という事情である。
まず、本文で述べたように、σH = G−Hが成り立つ。また、GのHによる右コセット分解はG = H∪Hσ

（ディスジョイント）となるので、Hσ = G−H が得られる。よって、σH = G−H = Hσが成り立つの
で、両辺に右から σ−1 を掛けて、σHσ−1 = H が得られる。（証明終わり）

問題 3.14 A = {(a, b) ∈ R × R | a2 − 4b ≥ 0}とおき、R2 の元
(
x1

x2

)
を (x1, x2)と書き表すことに

する。この記号のもとで、写像 ψ : R2 → Aを

ψ((x1, x2)) = (x1 + x2, x1x2) ((x1, x2) ∈ R2)

によって定める。（注：(x1 + x2)2 − 4x1x2 = (x1 − x2)2 ≥ 0なので、(x1 + x2, x1x2) ∈ Aである。）こ
のとき、ψ(γ2 · (x1, x2)) = ψ((x2, x1)) = ψ((x1, x2))が成り立つので、ψ から写像 ϕ : R2/C2 → Aが定
まる（命題 A.7参照）。この ϕがR2/C2 と Aの間の全単射を与える。その理由は、つぎのことからわか
る。(a, b) ∈ Aとするとき、2次方程式 x2 − ax+ b = 0は（重複度を考慮して）2つの実数解 x1, x2 をも
つ（この 2次方程式の判別式が a2 − 4bであることに注意）。このとき、ψ((x1, x2)) = (a, b)が成り立つ。
よって、ϕは全射である。また、2次方程式 x2 − ax+ b = 0の解は、（順序を無視して）1組しかない。し
たがって、ϕは単射である。

問題 3.15 群 Gの位数が p2 であるとし、Gが可換群であることを示す。定理 3.57により、Gの中心
Cent(G)は単位群ではない。また、pは素数であるから、Cent(G)の位数は pか p2 に等しい（系 3.35(1)
参照）。Cent(G)の位数が p2であれば、G = Cent(G)となるので、Gは可換群である。Cent(G)の位数が
pのとき、Cent(G)の単位元以外の元（の 1つ）を σとし、Cent(G)に属さないGの元（の 1つ）を τ と
する。このとき、σ ∈ Cent(G)なので、σ と τ は可換である。また、Cent(G)は σ で生成され（つまり、
Cent(G) = 〈σ〉）、剰余群G/Cent(G)は τ の剰余類 τCent(G)で生成される（理由：Cent(G)とG/Cent(G)
は位数が素数の巡回群なので、部分群は単位群と自分自身しかない；章末問題 3.6参照）。このことから、
Gが σと τ で生成されることがわかる（G = 〈σ, τ〉）。上に述べたように σと τ が可換であるから、Gは
可換群である。
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問題 3.16 最初に
G は位数 pn−1 の部分群をもつ (∗)

ことを、nに関する数学的帰納法で証明する。n = 1のとき (∗)が成立するのは明らかである（単位群が条
件をみたす）。つぎに n ≥ 2とし、m < nをみたすすべての自然数mについて、性質

位数が pm の群は、位数が pm−1 の部分群をもつ (∗∗)

が成り立つと仮定する（数学的帰納法の仮定）。
(∗)を証明するために、Gを位数が pn の群とする。
(i) まず、Gが可換群である場合を扱う。単位元以外のGの元を 1つとり、それを σとする。さらに、σ

の生成する Gの部分群を N とする（N = 〈σ〉）。Gが可換群なので、N は Gの正規部分群である（命題
3.37(3)）。N の位数は |G| = pnの約数（系 3.35(1)）なので、|N | = pl (1 ≤ l ≤ n)と表される。l = nのと
きは σpの生成する部分群の位数は pn−1である（命題 3.12(2)）。よって、この場合は (∗)が成り立っている。
1 ≤ l < nのとき、剰余群G/N の位数を pmとすればm = n− lなので、1 ≤ m < nが成り立っている。し
たがって、数学的帰納法の仮定 (∗∗)によって、G/N は位数 pm−1の部分群H ′をもつ。ここで、自然な群準
同型ϕ : G→ G/N（例 3.54参照）によるH ′の引き戻しをHとする（記号では、H = {τ ∈ G | ϕ(τ) ∈ H ′}
と表される）。すると、Hは、N を含むGの部分群であり、剰余群H/N はH ′と同型な群である。よって、

|H| = |H ′| × |N | = pm−1 × pl = pm+l−1 = pn−1

であるので、(∗)が成り立つ。以上で、Gが可換群のときは、(∗)が証明された。
(ii) つぎに、Gが非可換群と仮定して、(∗)を証明する。定理 3.57により、Gの中心 Cent(G)は単位群

ではない。また、Gは可換群ではないから、G 6= Cent(G)である。よって、Cent(G)の位数を pl とすれ
ば、1 ≤ l < nである。さらに、剰余群 G = G/Cent(G)の位数を pm とすれば、m = n − lであるので、
1 ≤ m < nが成り立つ。したがって、数学的帰納法の仮定 (∗∗)により、Gは位数 pm−1の部分群H ′をもつ。
ここで、自然な群準同型ϕ : G→ GによるH ′の引き戻しをHとする（つまり、H = {τ ∈ G | ϕ(τ) ∈ H ′}）。
すると、H は Gの部分群で、

|H| = |H ′| × |Cent(G)| = pm−1 × pl = pm+l−1 = pn−1

であるので、(∗)が成り立つ。以上で、Gが非可換群のときにも、(∗)が証明された。
上の (i)(ii)によって、(∗)が完全に証明された。
最後に、(∗)を利用して、nに関する数学的帰納法で問題の主張を証明する。そのために、Gを位数が pn

の群として、1 ≤ k ≤ nとする。まず、n = 1のときに問題の主張が成り立つことは明らかである（kの可
能性は k = 1しかなくて、G自身が位数 pの部分群になっている）。つぎに、位数が pn−1の群については
問題の主張が成り立つと仮定して、Gが位数 pk の部分群をもつことを証明する。さて、k = nであれば、
G自身が位数 pk の部分群なので、問題の主張は成り立つ。つぎに k ≤ n− 1と仮定する。このとき、Gの
位数が pn−1 の部分群（の 1つ）を G′ とする（(∗)によって、G′ が存在することが保証されている）。す
ると、|G′| = pn−1 であり 1 ≤ k ≤ n − 1であるから、帰納法の仮定により、G′ は位数 pk の部分群 H を
もつ。このとき、H は Gの部分群でもあるので、Gが位数 pk の部分群をもつことが示された。
以上で数学的帰納法が完成して、問題の主張が証明された。
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「代数と数論の基礎」（中島匠一） 「付録」の章末問題の解答例

問題 A.1 (1) a ∈ A, b ∈ B とするとき、

(a, b) ∈ A×B −A′ ×B′ ⇐⇒ (a, b) 6∈ A′ ×B′

⇐⇒ a 6∈ A′ または b 6∈ B′

⇐⇒ a ∈ A−A′ または b ∈ B −B′

⇐⇒ (a, b) ∈ (A−A′) ×B または (a, b) ∈ A× (B −B′)

⇐⇒ (a, b) ∈ ((A−A′) ×B) ∪ (A× (B −B′))

が成り立っている。したがって、集合の等式

A×B −A′ ×B′ = ((A−A′) ×B) ∪ (A× (B −B′))

が成立する。
(2) a ∈ A, b ∈ B について、つぎの 4つの場合分けが生じる。

(i) a ∈ A′ かつ b ∈ B′

(ii) a ∈ A′ かつ b 6∈ B′

(iii) a 6∈ A′ かつ b ∈ B′

(iv) a 6∈ A′ かつ b 6∈ B′

これらは、それぞれ

(i) (a, b) ∈ A′ ×B′

(ii) (a, b) ∈ A′ × (B −B′)

(iii) (a, b) ∈ (A−A′) ×B′

(iv) (a, b) ∈ (A−A′) × (B −B′)

に対応しているので、(2)の等式が成立する。また、条件 (i)(ii)(iii)(iv)はどれも互いに両立しないので、
(2)の右辺の和集合はディスジョイントである。

問題 A.2 中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）の 3.9節に解説がある。

問題 A.3 つぎのように式変形をおこなえばよい。ここで、

記号
∑

1≤i<j≤n

と
∑

1≤i,j≤n

i<j

は同じ意味である

ことと、変形の最後のほうで和の条件が i > j から i < j に変わっている部分では「iと j の入れ替え」を
おこなっていることに注意。(

n∑
i=1

x2
i

)(
n∑

i=1

y2
i

)
−

(
n∑

i=1

xiyi

)2

=

(
n∑

i=1

x2
i

) n∑
j=1

y2
j

−

(
n∑

i=1

xiyi

) n∑
j=1

xjyj


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=
n∑

i=1

n∑
j=1

x2
i y

2
j −

n∑
i=1

n∑
j=1

xixjyiyj

=
n∑

i=1

x2
i y

2
i +

∑
1≤i,j≤n

i 6=j

x2
i y

2
j −

 n∑
i=1

x2
i y

2
i +

∑
1≤i,j≤n

i 6=j

xixjyiyj


=

∑
1≤i,j≤n

i 6=j

x2
i y

2
j −

∑
1≤i,j≤n

i 6=j

xixjyiyj

=
∑

1≤i,j≤n

i<j

x2
i y

2
j +

∑
1≤i,j≤n

i>j

x2
i y

2
j −

 ∑
1≤i,j≤n

i<j

xixjyiyj +
∑

1≤i,j≤n

i>j

xixjyiyj



=
∑

1≤i,j≤n

i<j

x2
i y

2
j +

∑
1≤i,j≤n

i<j

x2
jy

2
i −

 ∑
1≤i,j≤n

i<j

xixjyiyj +
∑

1≤i,j≤n

i<j

xjxiyjyi


=

∑
1≤i,j≤n

i<j

(
x2

i y
2
j + x2

jy
2
i − 2xixjyiyj

)
=

∑
1≤i,j≤n

i<j

(xiyj − xjyi)
2

問題 A.4 (1) 答えは下の表の通り（注：記号 (b, c)は開区間、[b, c)は半開区間を表している）。

aの範囲 a ≤ 0 0 < a ≤ 1 1 ≤ a < 2 a ≥ 2

Image(f) (0, 1 − a)
[
−a2/4, 1 − a

) [
−a2/4, 0

)
(1 − a, 0)

(2) f が単射であるための（必要十分）条件は、0 ≤ a ≤ 2が成り立つこと。

（コメント）答えの導き方の詳細は省略する。2次関数のグラフを描いて考えれば、解答するのは難し
くない。

問題 A.5 前半は、中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）命題 4.32参照。後半の答えは、

f が全射 ⇐⇒ f ◦ g = idB をみたす写像 g : B → A が存在する

となる（ただし、この主張を一般的に証明するには選択公理が必要である；選択公理については、松坂和
夫「集合・位相入門」（岩波書店）などの集合論の教科書を参照）。

問題 A.6 中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）命題 7.9参照。

問題 A.7 有限集合X について、|X|はX の元の個数を表す。
(1) |A| 6= |B|なら 0個（つまり、存在しない）で、|A| = |B|のときはm!個（m = |A| = |B|）。
(2) |A| > |B| なら 0 個（つまり、存在しない）で、|A| ≤ |B| のときは n(n − 1) · · · (n − m + 1) 個

（m = |A|, n = |B|）。

(3) |A| < |B|なら 0個（つまり、存在しない）で、|A| ≥ |B|のときは
n∑

k=1

(−1)n−k

(
n

k

)
km 個（m =

|A|, n = |B|）。ここで、
(
n

k

)
は 2項係数を表している。
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問題 A.8 ベルンシュタインの定理（中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）定理 7.31および定理
7.35参照）を利用すれば、容易に示せる。

(1) Aが無限集合であるから、(A の濃度) ≥ (N の濃度)である。また、単射 f : A → Nが存在するの
で、(A の濃度) ≤ (N の濃度)が成り立つ。すると、ベルンシュタインの定理により、(A の濃度) = (N の
濃度)である。よって、「濃度が等しい」ことの定義により、全単射 g : N → Aが存在する。

(2) B が無限集合であるから、(B の濃度) ≥ (N の濃度)である。また、全射 h : N → B が存在するの
で、(B の濃度) ≤ (N の濃度)が成り立つ。よって、ベルンシュタインの定理により、(B の濃度) = (N の
濃度)である。よって、「濃度が等しい」ことの定義により、全単射 j : N → B が存在する。

問題 A.9 中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）例 4.42参照。

問題 A.10 （訂正 1） 問題 (2)は正しくない主張でした。（たとえば、α = 1
2 のときに Image(fα) =

N ∪ {0} 6= Nであることがすぐにわかります。）問題文をつぎのように変更してください。

(2’) α < 1なら Image(fα) = N ∪ {0}であることを示せ。

（訂正 2） (4)で与えた条件は正しくありませんでした。(4)の文章の「・・・必要十分条件は・・・」の部
分を、「・・・必要十分条件は α, β が無理数で 1

α + 1
β

= 1が成り立つことである。」と訂正してください。

（解答）(1) fα が単射であるための条件は α ≥ 1である。理由はつぎの通り。
まず、α ≥ 1と仮定して、fα が単射であることを示す。2つの自然数 n1, n2 が fα(n1) = fα(n2)をみ

たすとすれば、定義により、[n1α] = [n2α]が成り立つ。これから、|(n1 − n2)α| < 1が導かれる（注：一
般に 2つの実数 x1, x2 について、[x1] = [x2] =⇒|x1 − x2| < 1が成立している）。すると、α ≥ 1より
|n1 − n2| < 1

α ≤ 1となるが、n1, n2 は自然数であるから、n1 = n2 でなくてはならない。以上で、fα が
単射であることがわかった。
つぎに、α < 1と仮定して、fα が単射でないことを示す。（以下の議論では、仮定により α > 0である

ことに注意。）そのために、 1
1 − α の整数部分を N とする。すると、0 < α < 1から 1

1 − α > 1が導かれ
るので、N は自然数である。ここで、N ≤ 1

1 − α であることからN − 1 ≤ Nαが導かれ、 1
1 − α < N + 1

であることから (N + 1)α < N が導かれる。これらを合わせて

N − 1 ≤ Nα < (N + 1)α < N

が成り立つので、[Nα] = N − 1, [(N + 1)α] = N − 1が得られる。これは fα(N) = fα(N + 1)であること
を示しているので、fα は単射ではない。

(2’) （上の（訂正 1）参照）α < 1であるとする。α > 0であることから、Image(fα) ⊂ N∪ {0}は明ら
かである。
これから、逆方向の包含関係を示す。そのために、m ∈ N ∪ {0}を（任意に）とり、m ∈ Image(fα)で

あることを示す。まずm = 0のときは、α < 1より fα(1) = [α] = 0となるので、0 ∈ Image(fα)である。
つぎに、m ≥ 1として、m ≤ nαをみたす最小の n ∈ Nをとる（α > 0より、これは可能）。このとき、n
の最小性より、(n− 1)α < mが成り立つ。このことと α < 1から、

nα = (n− 1)α+ α < m+ α < m+ 1

が得られる。結局、m ≤ nα < m + 1であるので、fα(n) = [nα] = mとなり、m ∈ Image(fα)が成り立
つ。mはN ∪ {0}の任意の元であったから、これでN ∪ {0} ⊂ Image(fα)が示された。
以上で両方向の包含関係が示されたので、Image(fα) = N ∪ {0}が証明された。
(3) ⇐= が成り立つことは明らかなので、=⇒ を証明すればよい。そのために Image(fα) = Nである

と仮定する。仮定により、任意の m ∈ Nについて fα(n) = mをみたす n ∈ Nが存在する。mに対し、
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fα(n) = mをみたす nを 1つ選び、それを nm と書くことにする。すると、fα が単調非減少であること
から、n1 < n2 < · · ·が成り立つ。nm はすべて自然数であるから、この不等式から、任意のmについて
nm ≥ mでなくてはならないことがわかる。（理由：まず n1は自然数であるから n1 ≥ 1である。すると、
n2 > n1より、n2 ≥ n1 + 1 ≥ 2が成り立つ。つぎは、n3 > n2より、n3 ≥ n2 + 1 ≥ 3が導かれる、・・・と、
同じ議論を繰り返せば、nm ≥ mが示される。）以上のことから、任意のmについて不等式

m = fα(nm) = [nmα] > nmα− 1 ≥ mα− 1

が導かれる（注：任意の実数 xについて [x] > x− 1である）。この不等式の両辺をmで割ってm→ ∞で
の極限をとれば、1 ≥ αが得られる。一方、(2’)によって、α < 1ではあり得ないことがわかっている。し
たがって、α = 1でなくてはならない。これで、=⇒ も証明された。

(4) （上の（訂正 2）参照）最初に、N = Sα ∪ Sβ（ディスジョイント）であると仮定して、

α と β は（両方とも）無理数で、1
α

+
1
β

= 1 が成り立つ (∗)

ことを証明する。そのために、（任意の）自然数mに対して、Sα の元 uで u < mをみたすものの個数を
am とし、Sβ の元 v で v < mをみたすものの個数を bm とする。mより小さい自然数の個数はm − 1で
あるから、仮定により、am + bm = m− 1が成り立っている。一方、(1)の結果により fαは単射であるか
ら、am は [nα] < mをみたす自然数 nの個数に等しい。すると、

[nα] < m ⇐⇒ nα < m ⇐⇒ n <
m

α

であるので、amは
[m
α
]
または

[m
α
]
− 1に等しい（注：mα が整数となる場合に後者がおきる）。同様にし

て、bm が
[
m
β

]
または

[
m
β

]
− 1に等しいこともわかる。したがって、

0 ≤
[m
α

]
+
[
m

β

]
− (am + bm) ≤ 2

が成り立つ。この不等式を（一斉に）mで割って am + bm = m− 1を代入し、m→ ∞での極限をとれば、
1
α + 1

β
= 1が得られる（注：実数 xについて、x→ ∞のとき [x]

x → 1である）。
つぎに、αと β が（両方とも）無理数であることを、背理法で証明する。そのために、αか β のどちら

かが有理数であると仮定する。すると、等式 1
α + 1

β
= 1により、もう一方も有理数でなくてはならない。

つまり、αと β は両方とも有理数となるので、α = b
a , β = d

c と表す（a, b, c, dは自然数; α, β は正である
ことに注意）。このとき、n = ad, n′ = bcとすれば、[nα] = [n′β]が成り立つ（両方とも bdに等しい）。し
かし、[nα] ∈ Sα, [n′β] ∈ Sβ であるから、これは最初の仮定である Sα ∩ Sβ = ∅に矛盾している。「αか β

のどちらかが有理数」と仮定して矛盾が導かれたので、αと β は両方とも無理数でなくてはならない。
以上で、N = Sα ∪ Sβ（ディスジョイント）であれば、(∗)が成り立つことが示された。
逆を証明するために、(∗)が成り立っていると仮定する。そして、m ∈ Nを（任意に）とる。このとき、

mに対して、[nα] = mをみたす自然数 nか [n′β] = mをみたす自然数 n′のどちらか一方だけが存在する
ことを示せばよい。
さて、

[nα] = m ⇐⇒ m ≤ nα < m+ 1 ⇐⇒ m

α
≤ n <

m

α
+

1
α
<
m

α
+ 1

である（α > 1より 1
α < 1であることに注意）。したがって、[nα] = mをみたす nがあるとすれば、それ

は m
α ≤ nをみたす最小の自然数でなくてはならない。（注意：この主張の逆は成立しない；言い換えれば、

「m
α ≤ nをみたす最小の自然数」を nとするとき、[nα] = mが成り立つとは限らない。）そこで、mに対
して、「m

α ≤ nをみたす最小の自然数 n」をとり、t = n− m
α とおく。定義により 0 ≤ t < 1であるが、α

は無理数、という仮定により tも無理数なので、tは 0ではあり得ない。したがって、0 < t < 1である。n
と tの定義によりm = nα+ tαであるので、「[nα] = mが成り立つことは tα < 1と同値」である。
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αの代わりに βをとっても同じ議論がおこなえる。つまり、「m
β

≤ n′をみたす最小の自然数 n′」をとり
t′ = n′ − m

β
とおく。このとき、0 < t′ < 1であり、「[nβ] = mが成り立つことは t′β < 1と同値」である。

上の記号を使えば、証明すべき主張は「tα < 1か t′β < 1のどちらか一方だけが成り立つ」ことである。
t, t′ の定義と (∗)の 2番目の条件より

t+ t′ = n+ n′ −
(
m

α
+
m

β

)
= n+ n′ −

(
1
α

+
1
β

)
m = n+ n′ −m

が成り立つので、t+ t′は整数である。一方、0 < t, t′ < 1より 0 < t+ t′ < 2である。よって、t+ t′が整
数なので、t+ t′ = 1でなくてはならない。等式 t+ t′ = 1を

tα

α
+
t′β

β
= 1 (∗∗)

と書き換えて、(∗)の等式と較べる。ここで、(∗)の最初の条件から tαと t′βは無理数である（tα = nα−
m, t′β = n′β −m′ に注意）。よって、tα, t′β はどちらも 1に等しくはない。すると、(∗)の等式と (∗∗)が
両方成り立つためには、tα, t′β のどちらか一方は 1より小さく、もう一方は 1より大きくなくてはならな
いことがわかる（理由：両方とも 1より小さければ (∗∗)の左辺が 1より小さくなってしまうし、両方とも
1より大きければ (∗∗)の左辺が 1より大きくなってしまう）。これで「tα < 1か t′β < 1のどちらか一方
だけが成り立つ」ことが示された。つまり、m = [nα]かm = [n′β]のどちらか一方だけが成り立つことが
わかった。mはNの任意の元であったので、これでN = Sα ∪ Sβ（ディスジョイント）が証明された。

（コメント）この問題の (4)はヴィノグラドフ「整数論入門」（共立全書；共立出版）の「第 2章の問題
3番」から取りました。難しい問題だったので出題の形式を少し変更したのですが、その際に (2)(4)で誤
りが混入してしまいました。申し訳ありませんでした。

問題 A.11

（解答例 1）limn→∞ an = aであるが limn→∞ f(an) = f(a)をみたさない数列 {an}が存在する。
（解答例 2）limn→∞ an = aをみたすある数列 {an}について、つぎの条件 (i)(ii)のどちらかが成り立つ。

(i) n→ ∞のとき f(an)は収束しない。

(ii) n→ ∞のとき f(an)は f(a)以外の値に収束する。

（コメント）「limn→∞ an = aかつ limn→∞ f(an) 6= f(a)をみたす数列 {an}が存在する。」という解
答は間違っています。このことをよく理解しておいてください。理由は、「記号の意味」に関わっていま
す。具体的に言うと、limn→∞ f(an) 6= f(a)という表現は、「極限 limn→∞ f(an)は存在するが、その値
は f(a)には等しくない」という意味に解釈されて、そして、それは（解答例 2）の条件 (ii)と同じです。
しかし、（解答例 2）の条件 (i)をみたす場合も実際にあるわけで、それを無視してはいけないのです。
別の言い方をすると、表現 limn→∞ f(an) 6= f(a)は「limn→∞ f(an) = f(a)の否定」ではない、とい

うことです。

問題 A.12 (1) 「甘くない砂糖がある。」
(2) 「（A君が）勉強しているとしたら、それは彼が叱られたからだ。」

（コメント）中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）の 2.9節に「カラスは黒い」の否定についての
説明があります。(1)の解答の参考にしてください。

(2)は、日本語の言い回しに関するジョークです。「叱られないと勉強しない」を『「叱られない」ならば
「勉強しない」』と ”言い換え ”て、「P ならば Q」の対偶の作り方を ”形式的に ”適用すると、『「勉
強する」ならば「叱られる」』となってしまいます。これはどう考えてもヘンだろう、というのが「ジョー
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ク」という意味です。これは、日常会話での「ならば」の使い方と厳密な論理での「ならば」の使い方の
ズレが引き起こす問題です。この類いの現象については、中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）の第
2章に解説があります。

問題 A.13 (ER1)を導こうとした山村君は「 a ∼ b なら」といって、元 aに対して a ∼ bをみたす bが
（少なくとも 1つ）存在することにして話を進めてしまっている。しかし、2つの条件 (ER2)と (ER3)だ
けからは、aに対して「a ∼ bをみたす bの存在」を導くことはできない（実際、「a ∼ bをみたす a, bが
1組も存在しない」という状況だと、(ER2)と (ER3)は成立するが、(ER1)は成立しない）。したがっ
て、残念ながら、山村君の議論は無効である。

（コメント） 山村君の議論を生かすためには、(ER1)より弱い条件である

(ER1)’ 任意の a に対して、a ∼ a′ をみたす a′ が（少なくとも 1つ）存在する

を考えて、同値関係の定義を「3つの条件 (ER1)’(ER2)(ER3)をみたすこと」としてもよい。（山村君
の議論によって、(ER2)と (ER3)を使って (ER1)’から (ER1)を導くことができる。）
条件 (ER1)’は、「a ∼ a′をみたす a′」が（何でもいいから）とにかく 1つ存在すればいい、といってい

るのに対して、条件 (ER1)は、「a ∼ a′ をみたす a′」として a′ = aがとれる、といっている。言い換え
れば、条件 (ER1)’では a′は存在すれば何でもいいが、条件 (ER1)では a′ = aとして aが「指名」され
ている。この意味で、「条件 (ER1)’は条件 (ER1)より弱い（＝条件 (ER1)は条件 (ER1)’より強い）」
と表現される。

問題 A.14 「友達である」という条件について、同値関係の条件を言葉で表現すると

(ER1) 自分は（自分の）友達だ。

(ER2) 俺があいつの友達なら、あいつは俺の友達だ。

(ER3) 友達の友達は友達だ。

となる（ただし、(ER2)の表現は、男性バージョン）。これらの条件が成り立つかどうかは、「友達」をど
う理解するかに依存している。

問題 A.15

(1) 同値関係である。

(2) 同値関係ではない（(ER2)が不成立）。

(3) 同値関係ではない（(ER1)と (ER3)が不成立）。

(4) 同値関係である。

(5) 同値関係である。

問題 A.16 （訂正：ミスプリント） (2)に現れる A/ ∼は P(A)/ ∼のミスプリントです。（問題の∼は
P(A)上の同値関係です。）

(1) 中島匠一「集合・写像・論理」（共立出版）7.4節参照。（同値関係の条件 (ER1)、(ER2)、(ER3)

がそれぞれ例 4.26、命題 4.39、命題 4.43に対応している。）
(2) 「Aの濃度」以下の濃度全体の集合。
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(3) 同値類全体の個数は n + 1 である。また、0 ≤ k ≤ n をみたす整数 k に対して、A の部分集合

{1, 2, · · · , k}の属する同値類の元の個数は 2項係数
(
n

k

)
に等しい。（注：k = 0のときは、集合 {1, 2, · · · , k}

は空集合を表す。）


